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  چكیده
تحليل ارتعاشات غيرخطی با استفاده از مودهای نرمال غيرخطی در یك سيستم چند درجه آزادی می تواند یك راه حل جامع برای تحليل 

به استخراج جوابی دقيق و مناسبی از یك مدل غيرخطی نيستند به  قادر. از طرفی چون تحليل های خطی دیناميكی سازه های غيرخطی باشد

مقاله ارتعاشات غيرخطی بال با نسبت منظری بالا مورد مطالعه در این  همين دليل استفاده از روش های غيرخطی بيشتر مورد توجه قرار می گيرد.

درنظر گرفته می شود و  فلزی همگن دو بعد و در قالب تير یك سر گيردار ابتدا بال با نسبت منظری بالا به صورتاز این رو در  قرار می گيرد.

این نمونه با استفاده از روابط موجود در آناليز مودال خطی به  غيرخطی ارتعاشی حاصل از خمش غيرخطی و پيچش دیفرانسيل سپس معادلات

منيفولد ثابت ارتعاشات غيرخطی حاصل از خمش و  موجود در ه تحليلیتحليلی و نيم های استفاده از روش فضای مودال برده می شود و در انتها با

ت ارتعاشی استخراج می گردد و نتایج هر سه روش در سه مود اول خمش غيرخطی و پيچش غيرخطی مورد این دسته از معادلا پيچش برای

خطی با استفاده از روش تحليلی منفيولد ثابت فرض می تحليل ارتعاشات غير این رو خاطر نشان باید کرد که در. مقایسه و بررسی قرار می گيرد

دیگر سيستم هستند که این فرض منجر به شود که حرکات درجات آزادی بعضی از نقاط سيستم تابعی از حرکات درجات آزادی بعضی از نقاط 

 .مورد کاهش قرار گرفتن دسته معادلات دیفرانسيل حرکت می شود

 

تحليل مودال، ارتعاشات غيرخطی، نوسانات غيرخطی ، مودهای نرمال غيرخطی، دیناميك سازه ، سيستم  منيفولد ثابت، های کلیدی:واژه

  تير یك سر گيردار فلزی همگن ، غيرخطی، مدل کاهش داده شده ، سيستم پيوسته
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ABSTRACT  
Nonlinear Oscillations Analysis Of Multi Degree Of Freedom System With Using Nonlinear Normal Modes Can Be 

General Method For Nonlinear Structural Dynamics Analysis whereas Linera Methods Can Not Be A Good Method 

For Analysing Of Nonlinear Models Hence Nonlinear Methods Will Be More Considered Therefore in This Paper 

Nonlinear Bending And Torsional Vibrations Of High Aspect Ratio Wing Will Be Analysed With Using Invariant 

Manifold Hence To Simplify And Analysis The Wing Model Will Be Considered as a Metallic Double Cantilever 

Beam In Two Dimensional Space.Next The Equations Of These Model Will Be transferred To Modal Space With 

Using Linear Modal Analysis Relations. Finally Invariant Manifold Method Will Be Implemented To Generate Resluts 

Of Nonlinear Oscillation. In Deed It Is Assumed in Invariant Manifold Method That Some Degrees Of Freedom Can Be 

Funcions Of one or more Specific Degree Of freedoms .   

 

Keywords: invariant Manifold, Modal Analysis , Nonlinear Vibrations , Nonlinear Oscillations ,  Nonlinear Normal 
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 مقدمه -1

بررسلی ارتعاشات غيرخطی بال با نسبت هدف اصللی این مقاله 

 عمولاا م. نقطه شروع منظری بالا به روش منيفولد ثابت می باشد

کلله  بلاشلللدیماجزا دل غيرخطی از مودال یلا تحليلل روش مل

توسللط معادلات حرکت به فرم مختصللات مودال  كشللانينامید

 معرفیسلللتفاده ااولين هدف از این مقاله  .شلللودمیخطی بيان 

رای بموجود در منيفولد ثابت تحليلی و نيمه تحليلی روش های 

ری نسبت منظبا بال  سپس .باشد ته میسوحل سيستم های پي

دو بعد به صلللورت تيرغيرخطی یك سلللرگيردار محيط بالا در 

غيرخطی تيراینكه مدل  سپسدر  .فرض می شلود همگن فلزی

برای تحليل مودال  ثابتمنيفولد روش  شللده بر پایهکاهش داده

در آخر هم با استفاده از روش های معرفی شده . فراهم می شود

اقدام به استخراج نتایج مربوط به سه مود اول خمشی و پيچشی 

 می شود. 

براساس دیدگاه های روزنبرگ و شاو و پير دو تعریف اصلی 

برای مود نرمال غيرخطی در مطالب وجود دارد . همچنين 

تری هم وجود دارد که شامل فرمول منيفولد یتعاریف اضاف

  توصيف نشدند. که در این مقالهباشد ثابت مقدار مختلط می

در حين حرکت مود یك سيستم خطی :  تعریف روزنبرگ

پایستار هر جز سيستم با یك فرکانس یكسان و نسبت ثابت  

در نظر گرفتن تعميم  کند. بابين جابجایی اعضا  حرکت می

طی مودهای نرمال خطی ، روزنبرگ مودهای مفهوم غيرخ

های نرمال غيرخطی رو ارتعاش هماهنگ یك سيستم )نوسان

قاط ن هماهنگ( تعریف نمود . این تعریف بيانگر این بود که همه

و نقاط صفر مورد نظر خود  نهيشيبسيستم همزمان از نقاط 

ها برحسب عبارت جابجایی ی جابجاییعبور می کنند و همه

منفرد بيان شوند. روزنبرگ  خطوط مودال سيستم مرجع 

 .] 8و7 [غيرخطی رو که خميده بود غيرمشابه ناميد

شاو و پير تعریف روزنبرگ را که بيانگر :  تعریف شاو و پیر

تعميم مستقيم و خوب از مفهوم مودهای نرمال غيرخطی برای 

های مستهلك شونده بود را توسعه دادند. آن دو سيستم

ر بودند را د که از روش منيفولد مرکزی الهام گرفته منيفولد را

یك حرکت ارتعاشی ثابت فرض نمودند )مدارهایی که روی 

شده و در طول زمان روی منيفولد ثابت باقی می منيفولد شروع

که خواص ثابت مودهای نرمال خطی را به طوریماند.( به

دهد. برای پارامتری کردن های غيرخطی توسعه میسيستم

منيفولد یك جفت متغير حالت )شامل متغير جابجایی و متغيير 

شود و باقی عنوان مختصات اصلی انتخاب میسرعت( به

ه ند. بنابراین سيستم شبيشومتغيرها تابع این جفت متغير می

درجه آزادی غيرخطی روی منيفولد توليد می شود. 9سيستم 

 ازنظر هندسی مودهای نرمال غيرخطی توسط صفحاتی در

بعدی بوده و  2شوند که سطوح فضای فازی هستند ارائه می

نرمال مودهای  مماس بر نقاط تعادل متناظر خود می باشند.

صورت پایه از مودهای غيرخطی دارای خواص هستند که به

 نرمال خطی متفاوت می شوند.
های دیناميكی یكی از ویژگی : انرژی-وابستگی فرکانس

فرکانس نوسان هایشان  -انرژیهای غيرخطی وابستگی سيستم

های باشد. یعنی این که تابع پاسخ فرکانسی سيستممی

 زمانی دیگر ثابت نخواهند بود.غيرخطی بعد از مدت
یكی  : تشدید داخلی مودهای نرمال غیرخطی –تقابل مودال 

های غيرخطی تقابل های برجسته سيستمدیگر از ویژگی

سيستم می باشد که  مودهای نرمال غيرخطی با حرکت عمومی

می توان برای درک بيشتر این مطلب به این مرجع مراجعه 

.مورد دیگری تغيير انرژی بين مودهای متفاوت درگير  نمود

 شود در حين تشدید داخلی می باشد. عوض می

ای مودهای سومين خواص پایه: دوشاخگی مودال و پایداری

ت از تعداد نرمال غيرخطی این است که تعدادهایشان ممكن اس

ای هدرجات آزادی سيستم بيشتر باشد. یكی دیگر از ویژگی

توانند پایدار یا مهم مودهای نرمال غيرخطی این است که می

ی ناپایدار باشند که برخلاف تئوری خطی می باشد که همه

ن حوزه ناپایداری بدین طور خنثی پایدار هستند. در ایمودها به

ش در شرایط اوليه منجر به ترین اغتشاکه کوچكمعنی است 

 شود.حذف نوسانات مودهای نرمال غيرخطی می

 ی هم شامل موارد زیر می باشد:روش های تحليل

 .اشدببه کار روزنبرگ مرتبط میکه  : انرژی –بندی پایه فرمول

ژی انر–مشابه روش قبل یعنی روش پایه :  روش منیفولد ثابت

سيستم را کاهش  است که دستگاه معادلات دیفرانسيل حرکت

مرتبه می کند و با استفاده از این دیدگاه مسئله را مورد بررسی 

ميلادی هم کریستوفر ویات  2292قرار می دهد. در سال 

توانستند با استفاده از این روش  ]1[اموری و همكارانش

بينی نوسانات سيكل حدی را در یك سيستم آیروالاستيك پيش

با استفاده  2222گ  در سال کنند. و همچنين جيان محاسبهو 

از روش منيفولد ثابت به بررسی سيستم های دارای ارتعاشات 

 پرداخت. ]92[اجباری

های اغتشاشيكه اخيراا یكی از روش : ی چندگانههااسیمقروش 

باشد. های چندگانه میموردتوجه قرارگرفته است روش مقياس

 حل می طور مستقيمکه معادلات دیفرانسيل جزئی حاکم را به

 .] 11و11و11 [کرد
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 معرفی روش های موجود در منیفولد ثابت -2

بعدی یك سيستم پيوسته اگر ارتعاشات یك:  ]2 [روش مجانبی

𝑠بعدی را که در ناحيه یك ∈ تعریف شده است را در نظر  (0,1)

صورت زیر نوشت توان معادلات حرکت آن را  بهگذفته شود می

: 
(1) 𝜕2𝑤(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2 + 𝐿(𝑤(𝑠, 𝑡)) + 𝑁(𝑤(𝑠, 𝑡)) = 0 

 

 s=1و  s=0  با شرایط مرزی خطی در نقاط

(1) 𝐵1(𝑤(𝑠, 𝑡))𝑠=0 = 0, 𝐵2(𝑤(𝑠, 𝑡))𝑠=1 = 0 

( می 2به رابطه ) (2( در رابطه )3پس از جای گزاری رابطه )

 توان دست پيدا کرد.
(1) 

𝑤(𝑠, 𝑡) = ∑ 𝜑𝑗

∞

𝑗=1

(𝑠)𝜂𝑗(𝑡) 

(4) 𝜂𝑖(𝑡)̈ + ω𝑖
2𝜂𝑖(t) + 𝑓𝑖(𝜂(𝑡)) = 0 , 𝑖 = 1,2,3, … 

هاست و ترمهای  𝜂𝑖بردار نامتناهی  بعدی که متشكل از  ɳکه 

 :شودصورت زیر مشخص میبه 𝑓𝑖کوچل شده غيرخطی در 
(5) 

𝑓𝑖(𝑞(𝑡)) = 〈𝜑𝑖(𝑠), 𝑁(∑ 𝜑𝑗(𝑠)𝜂𝑗(𝑡)

∞

𝑗=1

)〉  ,   𝑖 = 1,2,3, … 

صورت بدین منظوربرای مشلخص کردن مود نرمال غيرخطی به

این  ]3[یافته در مرجع منيفولد ثابت به واسلللطه روش توسلللعه

 شوند:معادلات حرکت به فرم مرتبه اول نوشته می
(6) �̇�𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖(𝑡),  

�̇�𝑖(𝑡) = −ω2
𝑖𝜂𝑖(t) − 𝑓𝑖(𝜂(𝑡)),    𝑖 = 1,2,3, , …. 

ω𝑖همچنين فرض ميكنيم 

ω𝑗
𝑖زمانی که    ≠ 𝑗  مساوی عددی

,𝑢𝑘صحيحی نباشد. حال با تعریف ) 𝑣𝑘)= (𝜂𝑘, �̇�𝑘 فرض )

ميكنيم مود نرمال وجود داشته باشد و به فرم زیر مرتب 

 (..…,i=1,2,3شود )می
(7) 𝜂𝑖(𝑡) = 𝑋𝑖𝑘(𝑢𝑘(t), 𝑣𝑘(t)) 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝑌𝑖𝑘(𝑢𝑘(t), 𝑣𝑘(t)) 

 kتوان گفت دیناميك کل سيستم توسط دیناميك پس می

حال با  شود.امين دامنه و سرعت مودال خطی مشخص می

 ( داریم :7گرفتن مشتق زمانی از معادله )
(8) 

�̇�𝑖 =
𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑢𝑘

�̇�𝑘 +
𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑘

�̇�𝑘 

�̇�𝑖 =
𝜕𝑌𝑖𝑘

𝜕𝑢𝑘

�̇�𝑘 +
𝜕𝑌𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑘

�̇�𝑘 

( 8در معادله ) �̇�𝑘و �̇�𝑘( مقادیر 6حال با جای گزاری معادله )

 داریم :
(9) 

𝑌𝑖𝑘 =
𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑢𝑘

𝑣𝑘 +
𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑘

(−ω2
𝑘𝑢𝑘 − 𝑓𝑘(𝑢𝑘)) 

−ω2
𝑖𝑋𝑖𝑘 − 𝑓𝑖(𝑢𝑘 =

𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑢𝑘

𝑣𝑘

+
𝜕𝑋𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑘

(−ω2
𝑘𝑢𝑘

− 𝑓𝑘(𝑢𝑘)) 

( ندارد پس باید حل 1از طرفی چون حل دقيق دسته معادله )

تقریبی برای آن در نظر بگيریم  از طرفی چون سيستم رو پایستار 

به توان حل تقریبی را غيرژیروسكوپی فرض شده است پس میو 

 صورت زیر حدس زد :
(11) 𝑋𝑖𝑘(𝑢𝑘, 𝑣𝑘) = 𝑎1𝑖𝑘𝑢𝑘 + 𝑎3𝑖𝑘𝑢𝑘

2

+ 𝑎5𝑖𝑘𝑣𝑘
2 + 𝑎6𝑖𝑘𝑢𝑘

3

+ 𝑎8𝑖𝑘𝑢𝑘𝑣𝑘
2 + ⋯. 

 

𝑌𝑖𝑘(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘) = 𝑏2𝑖𝑘𝑣𝑘 + 𝑏4𝑖𝑘𝑢𝑘
2

+ 𝑏7𝑖𝑘𝑣𝑘
2 + 𝑏9𝑖𝑘𝑢𝑘

3

+ ⋯. 

( و مساوی صفر قرار دادن 1( در )92ه )حال با جای گزاری رابط

.. دسته معادلات جبری غيرخطی بوجود می  , 𝑢𝑘 , 𝑣𝑘ضرایب 

شكل ها بدست می آید.  bها و  aآید که با حل آنها ضرائب 

ها با نسخه  𝜂𝑖( با جایگزاری 3مودهای غيرخطی توسط معادله )

امين مود  نرمال غيرخطی  k . پس 𝑋𝑖مودال متناظرش یعنی 

 باشد :صورت زیر میشده در ميدان جابجایی بهداده
(11) 𝑤𝑘(𝑠, 𝑡)

= ∑ 𝜑𝑖(𝑠)𝑋𝑖𝑘(𝑡) = 𝜑𝑘

∞

𝑖=1

(𝑠)𝑢𝑘(t)

+ ∑ 𝜑𝑖(𝑠)(𝑎3𝑖𝑘𝑢𝑘(𝑡)2 + 𝑎5𝑖𝑘𝑣𝑘(𝑡)2

∞

𝑖=1,𝑖≠𝑘

+ 𝑎6𝑖𝑘𝑢𝑘(𝑡)3 + 𝑎8𝑖𝑘𝑢𝑘(t)𝑣𝑘(𝑡)2 + ⋯ ) 

بيانگر جابجائی و سرعت  𝑣𝑘و 𝑢𝑘همچنين باید توجه داشت که 

k  امين دامنه مودال خطی در حين حرکتk  امين مود نرمال

بنابراین شكل مود را می توان با فرض  باشد.غيرخطی می

𝑣𝑘(t) = برای بدست آوردن  دیناميك رسم نمود.از این رو  0

رابطه زیر  ,( 1( در رابطه )92مودال با جای گزاری رابطه )

 حاصل می شود : 
(11) �̈�𝑘 + ω𝑘

2𝑢𝑘 + 𝛼𝑘𝑢𝑘
2 + 𝛽𝑘𝑢𝑘

3 + 𝛾𝑘𝑢𝑘�̇�𝑘
2 + ⋯

= 0 , 

ضرائب ثابت می باشند. که از حل  𝛾𝑘و  𝛽𝑘و  𝛼𝑘که در آن 

دستگاه معادلات جبری غيرخطی برحسب ضرائب مجهول 

 بدست می آیند.

اگر :  ]2[روش سراسری گالرکین )دامنه مودال و زاویه فاز( 

 تعریف شود: (93( را به صورت رابطه )7رابطه )
(11) 𝜂𝑖 = 𝑋𝑖(𝜂𝑘, �̇�𝑘) 

�̇�𝑖 = 𝑌𝑖(𝜂𝑘, �̇�𝑘) 

می توان مختصات مبنا را با استفاده از تبدیل مختصات زیر از 

فضای جابجایی و سرعت مودال به دامنه مودال و زاویه فاز 

 تبدیل نمود :
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(14) 𝜂𝑘 = acos (φ) 

�̇�𝑘 = −𝑎𝜔𝑘sin (𝜑) 

 صورت زیر تعریف نمود : به( را می توان 93بنابراین رابطه )
(15) 𝜂𝑖 = 𝑃𝑖(a, φ) 

�̇�𝑖 = 𝑄𝑖(𝑎, 𝜑) 

𝑖که در آن   = 1 … 𝑁 , 𝑖 ≠ 𝑘  باشد. همچنين معادله اصلی می

 شود:به معادله مرتبه اول زیر تبدیل می  𝜂𝑘حرکت حاکم بر 
(16) �̇� = (−

𝑓𝑘

𝜔𝑘
− 2𝜁𝑘𝜔𝑘asin (𝜑))sin (𝜑) 

�̇� = 𝜔𝑘 − (−
𝑓𝑘

𝜔𝑘
− 2𝜁𝑘𝜔𝑘asin (𝜑))cos (𝜑) 

توان به فرم مرتبه و معادله دیفرانسيل حرکت باقی نقاط را می

 اول زیر نوشت :
(17) �̇�𝑖(𝑎, 𝜑) = 𝑄𝑖(a, φ) 

�̇�𝑖(𝑎, 𝜑) = −2𝜁𝑖𝜔𝑖𝑄𝑖(𝑎, 𝜑) − 𝜔𝑖
2𝑃𝑖(𝑎, 𝜑) + 𝑓𝑖 

( با استفاده از 97با گرفتن مشتق زمانی از طرف چپ معادله )

 قاعده زنجيره ای داریم :
(18) 

�̇�𝑖(𝑎, 𝜑) =
𝜕𝑃𝑖

𝜕𝑎
�̇� +

𝜕𝑃𝑖

𝜕𝜑
�̇� 

�̇�𝑖(𝑎, 𝜑) =
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝑎
�̇� +

𝜕𝑄𝑖

𝜕𝜑
�̇� 

( دسته معادلات 97( در رابطه )98با جای گزاری رابطه )

دیفرانسيل جزئی مستقل از زمان و حاکم بر هندسه منيفولد 

 حاصل می شود :
(19) 

𝑄𝑖 =
𝜕𝑃𝑖

𝜕𝑎
(−

𝑓𝑘

𝜔𝑘

− 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑)) sin(𝜑)

+
𝜕𝑃𝑖

𝜕𝜑
[𝜔𝑘 − (

𝑓𝑘

𝑎𝜔𝑘

+ 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑))cos (𝜑)] 
−2𝜁𝑖𝜔𝑖𝑄𝑖 − 𝜔𝑖

2𝑃𝑖 + 𝑓𝑖

=
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝑎
(−

𝑓𝑘

𝜔𝑘

− 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑)) sin(𝜑)

+
𝜕𝑄𝑖

𝜕𝜑
[𝜔𝑘 − (

𝑓𝑘

𝑎𝜔𝑘

+ 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑))cos (𝜑)] 

 صورت توابعسپس روابط قيدی جابجایی و سرعت نامعلوم را به

 حدس زده می شود : ɸو aاز 
(11) 

𝑃𝑖(𝑎, 𝜑) = ∑ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚

𝑁𝜑

𝑚=1

𝑇𝑙,𝑚

𝑁𝑎

𝑙=1

(𝑎, 𝜑) 

𝑄𝑖(𝑎, 𝜑) = ∑ ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚

𝑁𝜑

𝑚=1

𝑈𝑙,𝑚

𝑁𝑎

𝑙=1

(𝑎, 𝜑) 

توابع شكل مشخص  𝑈𝑙,𝑚و 𝑇𝑙,𝑚ضرائب نامشخص و  Dو   Cکه 

 aصورت مرسوم متشكل از حاصل ضرب توابعی از هستند که به

𝑎باشند و در بازه های می ɸو  ∈ [0, 𝑎0]  و𝜑 ∈ [0,2𝜋]  تعریف

باشد. می ɸو  aتعداد توابع  مورداستفاده در  𝑁𝜑و  𝑁𝑎می شوند و 

 (91)این توابع در معادلات هندسه منيفولد یعنی رابطه 

ضرب می  aدر  (91)جایگزاری می شود وسپس دو معادله رابطه 

رفع شود . در آخر تمامی جملات  aشود تا تكين بودن در نقطه 

شود و تصویرسازی به سمت راست تساوی معادلات برده می

با استفاده از توابع شكل منفرد روی آن بازه ها  ]5[گالرکين

 گيرد و دسته معادلات زیر را بوجود می آورد :صورت می

 

(11) 
∫ 𝑈𝑝,𝑞[−𝑎 ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚𝑈𝑙,𝑚

𝑙,𝑚𝑎,𝜑

+ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚

𝜕𝑇𝑙,𝑚

𝜕𝑎
𝑙,𝑚

(
−𝑓𝑘

𝜔𝑘

− 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑)) asin(𝜑)

+ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚

𝜕𝑇𝑙,𝑚

𝜕𝜑
[𝑎𝜔𝑘 − (

𝑓𝑘

𝜔𝑘
𝑙,𝑚

+ 2𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑎2sin(𝜑) cos (𝜑)]]𝑑𝑎𝑑𝜑 

∫ 𝑇𝑝,𝑞[2𝜁𝑖𝜔𝑖𝑎 ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚𝑈𝑙,𝑚

𝑙,𝑚𝑎,𝜑

+ 𝜔𝑖
2𝑎 ∑ 𝐶𝑖,𝑙𝑚𝑇𝑙,𝑚

𝑙,𝑚

− 𝑎𝑓𝑖

+ ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚

𝜕𝑈𝑙,𝑚

𝜕𝑎
𝑙,𝑚

(
−𝑓𝑘

𝜔𝑘

− 2𝜁𝑘𝜔𝑘 asin(𝜑)) asin(𝜑)

+ ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚

𝜕𝑈𝑙,𝑚

𝜕𝜑
[𝑎𝜔𝑘 − (

𝑓𝑘

𝜔𝑘
𝑙,𝑚

+ 2𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑎2sin(𝜑) cos (𝜑)]]𝑑𝑎𝑑𝜑 

𝑞که  = 1 … 𝑁𝜑  و𝑝 = 1 … 𝑁𝑎  و𝑖 ≠ 𝑘  وi=1…N  می

𝑁)2( بيانگر تعداد 29باشد. دسته معادلات ) − 1)𝑁𝑎𝑁𝜑 

باشد سپس با انتگرال گيری از دسته ها می Dها و Cمعادله در 

به دسته معادلات جبری غيرخطی می توان ( 29معادلات )

های موجود برای حل دستگاه دست پيدا کرد که باید از روش

 معادلات جبری غيرخطی استفاده کرد.

 :]5[ روش سراسری گالرکین )جابجائی مودال و سرعت مودال(

𝑢𝑘برای این کار دامنه های   ∈ [−𝑈𝑏 , 𝑈𝑏]  و𝑣𝑘 ∈ [−𝑉𝑏 , 𝑉𝑏] 

برای حدس جواب های تقریبی در نظر گرفته می شود. برای 

 فرض می شود : 𝑣𝑘و 𝑢𝑘مطابق زیر که تابعی از  𝑌𝑖و  𝑋𝑖این کار 
(11) 

𝑋𝑖(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘) = ∑ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚

𝑁𝑝,𝑣

𝑚=1

𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝑁𝑝,𝑢

𝑙=1

(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘) 

𝑌𝑖(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘) = ∑ ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚

𝑁𝑝,𝑣

𝑚=1

𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝑁𝑝,𝑢

𝑙=1

(𝑢𝑘 , 𝑣𝑘) 

𝑖که  = 1,2,3, … , 𝑁 , 𝑖 ≠ 𝑘  و𝐶𝑖,𝑙,𝑚 𝐷𝑖,𝑙,𝑚  ضرائب مجهول و

𝐿𝑀𝑙,𝑚(𝑢𝑘, 𝑣𝑘)   توابع پایه معلوم و دو بعدی بر حسب𝑢𝑘, 𝑣𝑘 

𝐿𝑀𝑙,𝑚(0,0)که طوریمی باشند به  = 𝐿𝑀𝑙,𝑚��و  0

𝜕𝑢𝑘
و  0 =(0,0)

𝜕𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝜕𝑣𝑘
می باشدکه نشان می دهد منيفولد ثابت از  0 =(0,0)

,𝑢𝑘)مبدا  𝑣𝑘) = می گذرد و مماس  )نقطه حالت تعادل( (0,0)
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و با جایگزاری رابطه باشد.بعدی در آن نقطه می2بر فضای ویژه 

( را 1( و هریك از معادلات تشكيل شده در  )1( در رابطه )22)

 ه ضرب میدر تابع پایه با استفاده از ضرب داخلی روی کل دامن

 شود :شود و در اخر به رابطه زیر ختم منتهی می

(11) 
∫ (

1

𝑈𝑏

) (
1

𝑉𝑏

) 𝐿𝑀𝑝,𝑞[− ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚𝐿𝑀𝑙,𝑚

(𝑙+𝑚)≠2,3𝑢𝑘,𝑣𝑘

+ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚𝑣𝑘

(𝑙+𝑚)≠2,3

𝜕𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝜕𝑢𝑘

+ ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚

(𝑙+𝑚)≠2,3

𝜕𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝜕𝑣𝑘

(−𝜔𝑘
2𝑢𝑘

+ 𝑓𝑘)]𝑑𝑢𝑘𝑑𝑣𝑘 ≡ 𝐹𝑖
𝑌,𝑝𝑞 

∫ (
1

𝑈𝑏

) (
1

𝑉𝑏

) 𝐿𝑀𝑝,𝑞 [𝜔𝑖
2 ∑ 𝐶𝑖,𝑙,𝑚𝐿𝑀𝑙,𝑚

(𝑙+𝑚)≠2,3𝑢𝑘,𝑣𝑘

± 𝑓𝑖 + ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚𝑣𝑘

(𝑙+𝑚)≠2,3

𝜕𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝜕𝑢𝑘

+ ∑ 𝐷𝑖,𝑙,𝑚

(𝑙+𝑚)≠2,3

𝜕𝐿𝑀𝑙,𝑚

𝜕𝑣𝑘

(−𝜔𝑘
2𝑢𝑘

+ 𝑓𝑘)] 𝑑𝑢𝑘𝑑𝑣𝑘 ≡ 𝐹𝑖
𝑋,𝑝𝑞 

𝑖که  = 1,2,3, … , 𝑁 , 𝑖 ≠ 𝑘  و𝑝 = 1, … . . , 𝑁𝑝,𝑢 و 𝑞 =

1, … . . , 𝑁𝑝,𝑣 و(𝑝 + 𝑞) ≠ می باشد.همچنين معادلات   2,3

𝑄)2 ( بيانگرتعداد 23) − 1)(𝑁𝑝,𝑢𝑁𝑝,𝑣 − معادلات جبری  (3

 باشد.  می Dو  Cغيرخطی در 

حال برای دو مثال پيش رو توابع پایه برای روش سراسری 

 گالرکين دامنه و فاز به صورت زیر تعریف می شوند:
(14) 𝑇𝑙,𝑚(a, φ) = 𝐿𝑙(a)cos ((𝑚 − 1)𝜑) 

𝑈𝑙,𝑚(a, φ) = 𝐿𝑙(a)sin (𝑚𝜑) 

و برای روش سراسری گالرکين جابجائی وسرعت توابع پایه ذیل 

 را در نظر گرفته می شوند :
(15) 𝐿 = {1, (

𝑢𝑘

𝑈𝑏
) , (

𝑢𝑘

𝑈𝑏
)

2

, (
𝑢𝑘

𝑈𝑏
)

3

, … . , (
𝑢𝑘

𝑈𝑏
)

𝑙−1

, . . } 

𝑀 = {1, (
𝑣𝑘

𝑉𝑏
) , (

𝑣𝑘

𝑉𝑏
)

2

, (
𝑣𝑘

𝑉𝑏
)

3

, … . , (
𝑣𝑘

𝑉𝑏
)

𝑚−1

, . . } 

 

باال باا نساابت منبری بای )تیرفلیی غیرخطی ی   -3

 سرگیردار( : 

در این قسمت سه روش اشاره شده در منيفولد ثایت که در 

بخش قبل معرفی گردیدند برای تير غيرخطی فلزی همگن با 

یك سر آزاد )که رفتاری -شرایط تكيه گاهی یك سرگيردار

بعدی -2مشابه با بال هواپيما با نسبت منظری بالا در محيط 

می باشد( پياده سازی می شود و سپس هر سه نتایج استخراج 

 شده از هر سه روش مذکور با هم مقایسه می شوند. 

                                                 
1 Bending Rigidity 

اگر شكل تير غيرخطی یك سرگيردار فلزی همگن مورد نظر به 

 صورت زیر در نظر گرفته شود :

 
 

 راست : سه بعد -تير یك سرگيردار چپ : دوبعد :(1) شكل

می توان دستگاه  ]3و2و5و6 [فاده از مراجعدر ابتدا با است

معادلات دیفرانسيل غيرخطی که بيانگر معادلات ارتعاشاتی 

پيچشی  تير غيرخطی فلزی همگن با شرایط  -کوپل عرضی

 یك سر آزاد است را به صورت زیر نوشت :-مرزی یك سرگيردار
(16) 𝑚�̈� − 𝐼𝜀�̈�′′ − 𝑚𝑒�̈� + 𝐷𝜀𝑤′′′′

= 𝐼𝜀(𝑤′(𝑤′�̇�′).)′ − 𝐼𝜀

𝜕

𝜕𝑡
[(�̇�′𝜃2)′]

+  𝐷𝜀(𝑤′′𝜃2)′′ − 𝐷𝜀(𝑤′(𝑤′𝑤′′)′)′

−
𝑚

2
(𝑤′ ∫

𝜕2

𝜕𝑡2
[∫ (𝑤′)2𝑑𝑥

𝑥

0

]
𝑥

𝑙

𝑑𝑥)

′

− 𝑚𝑒(𝜃�̇� + �̇�𝑤′�̇�)
′

− 𝑚𝑒(
𝜃(𝑤′)2

2

̇
+ 𝜃𝑤′�̇�′ +

�̇�(𝜃)2

2
). 

𝐼𝜂�̈� − 𝐷𝜂𝜃′′ − 𝑚𝑒�̈�

= −
1

2
𝑚𝑒 ((𝑤′)

2

+ 𝜃2
) �̈� − 𝐼𝜀 (𝜃�̇�′)

2

+ 𝐷𝜀(𝜃𝑤′′)
2
 

 

دوران حول  𝜃جابجائی عرضی تير برحسب متر و  wکه در آن 

طول تير  Lمتغيير زمان  tبرحسب رادیان می باشد و  xمحور 

ممان اینرسی  𝐼𝜂  ,ممان اینرسی خمشی I ,در راستای محور

 𝐷𝜀فاصله مرکز هندسی جسم از مرکز برش جسم و e ,قطبی 

  mسختی و  GJ2معادل   𝐷𝜂سختی خمشی و  EI9معادل  

 جرم تيرمی باشد .

 𝜙𝑗که جداسازی متغييرها می باشد که در آن  (27)رابطه 

شكل مود  𝜓𝑗شكل مود خطی پيچشی تير یك سرگيردار  و 

 𝑎𝑗ام مورد نظر و  jخطی خمشی تير یك سرگيردار در مود 

2 Saint-Venant torsional rigidity 
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امين درجه آزادی پيچشی و عرضی مختصات مودال  𝑐𝑗 , jو

 . می باشد
(17) 

𝜃(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜙𝑗

𝑁𝑡

𝑗=1

(𝑥)𝑎𝑗(𝑡)   , 𝑤(𝑥, 𝑡)

= ∑ 𝜓𝑗

𝑁𝑏

𝑗=1

(𝑥)𝑐𝑗(𝑡) 

( و با استفاده از شرط تعامد 26که با جایگذاری در رابطه )

مودهای نرمال خطی دسته معادلات دیفرانسيل غيرخطی زیر 

که برحسب مختصات مودال است حاصل می شود.  با این کار 

عملا  معادلات ارتعاشاتی کوپل حاکم بر روی تير مورد نظر 

می شود و شرایط را برای پياده سازی روش های  9جداسازی

موجود در منيفولد ثابت بر روی سيستم مورد نظر را فراهم می 

کند.  اما قبل از جای گزاری می توان فرضيات پيش رو را در 

 نظر گرفت:

می توان عبارت های  , meبه خاطر تاثير پذیری کمتر  اول:

اصلی حرکت در قسمت غيرخطی ار معادله  meموجود شامل 

 ( )طرف راست هر دو معادله اصلی( را حذف نمود :26)
(18) 𝑚𝑒(𝜃�̇� + �̇�𝑤′�̇�)

′

= 0 , 𝑚𝑒 (
𝜃(𝑤′)2

2

̇

+ 𝜃𝑤′�̇�′ +
�̇�(𝜃)2

2
)

= 0  

, −
1

2
𝑚𝑒((𝑤′)2 + 𝜃2)�̈� = 0 

 را به صورت زیر نوشت : (26)پس می توان معادله دوم  دوم :

(19) 
�̈� =

𝐷𝜂𝜃′′ + 𝑚𝑒�̈� − 𝐼𝜀(𝜃�̇�′)2 + 𝐷𝜀(𝜃𝑤′′)2

𝐼𝜂

 

 ( می توان نوشت :26( در )21رابطه )با جایگزاری 

                                                 
1  Discretizing 

(11) 
𝐷𝜀𝑤′′ + m (1 −

m𝑒2

𝐼𝜂
) �̈� − 𝐼𝜀�̈�′′

=
𝑚𝑒𝐷𝜂

𝐼𝜂
𝜃′′ −

𝑚𝑒𝐼𝜀

𝐼𝜂
(𝜃�̇�′)

2

+
𝑚𝑒

𝐼𝜂
𝐷𝜀(𝜃𝑤′′)

2
+ 𝐼𝜀 (𝑤′ (𝑤′�̇�′)

.
)

′

− 𝐼𝜀

𝜕

𝜕𝑡
[(�̇�′𝜃2)

′
] + 𝐷𝜀 (𝑤′′𝜃2

)
′′

− 𝐷𝜀 (𝑤′(𝑤′𝑤′′)
′
)

′

−
𝑚

2
(𝑤′ ∫

𝜕2

𝜕𝑡2
[∫ (𝑤′)

2
𝑑𝑥

𝑥

0
]

𝑥

𝑙
𝑑𝑥)

′

 

 رابطه زیر حاصل می شود: (32)در  (26سپس با جایگزاری )
(11) 

𝑐�̈� +
𝐷𝜀(𝜆𝑗)

4

[m (1 −
m𝑒2

𝐼𝜂
) + 𝐼𝜀(𝜆𝑗)

2
]

𝑐𝑗

=  
𝑓𝑗

[m (1 −
m𝑒2

𝐼𝜂
) + 𝐼𝜀(𝜆𝑗)

2
]
 

ترم های غيرخطی ناشی از دمپينگ ژیروسكوپی و  𝑓𝑗که در آن 

خمش و پيچش غيرخطی می باشد که به دليل زیاد بودن 

عبارت های آن از آوردن در این مقاله صرفنظر شده است. در 

j=1, ... , 𝑁𝑏  ضمن + 𝑁𝑡   که𝑁𝑏  و𝑁𝑡  تعداد مودهای

  مورد استفاده در راستای پيچش و خمش می باشد.

برای مرتبط کردن دسته معادلات در فضای همچنين  سوم :

𝑐𝑘مودال ترمهای غيرخطی  ,̈ 𝑐𝑙,̈ 𝑐𝑖,̈ ( 3.5طرف راست معادله )

 در نظر گرفته نمی شود.

همانطور که پيش تر اشاره شد با جداسازی کردن معادله 

دیفرانسيل و تبدیل ان به  یك دسته معادله تحليل مسئله از 

 اهم می شود.دیدگاه روش های مجانبی و گالرکين فر

قبل از هرچيز باید این رو خاطر نشان ساخت که شرایط 

 فيزیكی مسئله را به صورت زیر فرض شده است:

𝑚 = 29.475, 𝐷𝜂 = 7.639377266 × 108 , 𝐸

= 2 × 1011, 𝐼𝜀 = 5 × 10−8 , 𝐿
= 1.5 

𝜆𝑗 =
(2𝑗−1)

2𝐿
𝜋, 𝛽𝑗 =

(2𝑗+1)

2𝐿
𝜋  , 𝐼𝜂 =

29.3822, 𝐷𝜀 = 10000, e=0.0029718 

 

 استخراج شده از مود اول نتایج -4

 .بدست آمده از مود اول می باشد این بخش شامل ارائه نتایج 

باید در نظر داشت که برای این مسئله سه مود اول خمشی و 

    سه مود اول پيچشی مورد بررسی قرار گرفته است که
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𝑁𝑏 + 𝑁𝑡 = 6  j=1,…,6 ,  در نظر گرفته شده است و

در نظر  j=2,3,4,5,6و   k=1برای حل مسئله در مود اول 

گرفته شده است. و برای حل در مود اول درجه آزادی مودال 

اول جابجائی عرضی را به عنوان مود مبنا درنظر گرفته می شود 

(𝑐1 = 𝑐𝑘 و باقی درجات آزادی مودال جایجائی و پيچشی )

( مرتب می شود. باید در 𝑐1برحسب مود اول جابجائی عرضی )

𝑐4نظر داشت که   = 𝑎1 , 𝑐5 = 𝑎2 , 𝑐6 = 𝑎3 ,    می

𝑋4همچنين باید توجه داشت که  باشد. = 𝑎1 , 𝑋5 =

𝑎2 , 𝑋6 = 𝑎3  و متناظر با آن𝑌4 = �̇�1 , 𝑌5 =

�̇�2 , 𝑌6 = �̇�3 رعت های مودهای پيچشی می باشد. باید س

, 𝑃1توجه داشت که  𝑋1, 𝜂1  معادل𝑐1 می باشند که به 

ای رسم مود اول حال بر شوند.عنوان مود مبنا در نظر گرفته مي

از( ف-منيفولد ثابت جابجائی از روش سراسری گالرکين )دامنه

دارای دقت بيشتری است اما  ]62و29و9[چون طبق این مرجع 

روش دیگر هم استفاده نمود. در ضمن برای  2می توان از 

روش مذکور باید روش های مجانبی و گالرکين  3مقایسه 

 فاز تبدیل نمود .-سرعت( را به فضای دامنه-سراسری )جابجائی

های سراسری گالرکين روشدر ضمن برای استخراج مود اول 

𝑁𝑎))دامنه وفاز(  = 2  , 𝑁𝜑 = 𝜑در بازه  (1 ∈

[0,2𝜋] , 𝑎 ∈ و برای روش سراسری گالرکين  [2.2, 0]

𝑁𝑝,𝑢) )جابجایی و سرعت( = 3  , 𝑁𝑝,𝑣 = در بازه  (2

𝑈𝑏 ∈ [−1,1] , 𝑉𝑏 ∈ در نظر گرفته  [1000, 1000−]

لد ثابت نشان دهنده مود اول منيفو 3و2 های شكل شده است.

 ɸجابجائی و پيچش در فضای فازی است. که در قسمت 

 aهارمونيك بودن حرکت را نشان می دهد و در قسمت 

غيرخطی و وابسته بودن جابجائی مود دوم خطی به دامنه مود 

 اول غيرخطی را نشان می دهد.

 
 جابجائی مود اول پيچشی. :ود اول منيفولد ثابت م :(2) شكل

 

 

 
 شی.خم دومجابجائی مود  :ود اول منيفولد ثابت م :(3) شكل

هم منجنی جابجائی مود خطی )درجه آزادی دوم  (2)در شكل 

مودال( برحسب دامنه مود اول غيرخطی جابجائی عرضی را 

نشان می دهد. که بيانگر وابسته بودن جابجائی عرضی به دامنه 

مود اول غيرخطی جابجائی عرضی می باشد و همچنين خم 

منحنی نشان دهنده غيرخطی بودن جابجائی مود دوم بودن 

   خطی می باشد. باید توجه داشت که هر سه نمودار به ازای

2= ɸ .رسم شده اند  

 
  ( 𝒄𝟐) منحنی مودال مود دوم خطی خمشی :(4) شكل

جابجائی مود اول خطی  (2هم مشابه شكل) (5)در شكل 

را برحسب زاویه فاز مود اول غيرخطی نشان  (𝒂𝟏)پيچشی 

سرعت( و -دو روش گالرکين)جابجائی (5در شكل)می دهد. 

مجانبی رفتار مشابهی از خود نشان می دهند. علت این تشابه 

به خاطر نزدیك بودن معادلات قيدی پيچشی هر دو روش می 

باشد به این دليل که هر دو روش با فرض دامنه جابجائی و 

 سرعت مسئله رو حل می کنند.
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 (𝒂𝟏ی )منحنی مودال مود اول خطی پيچش :(5) شكل

𝜂1حال با در نظر گرفتن شرایط اوليه  = 0.001, �̇�1 = 0 

می توان پاسخ های زمانی درجات آزادی مود های مربوط در 

 (6همانطور که از شكل ) مود اول غيرخطی را بدست آورد.

فت که جابجائی انتهایی تير حرکتی پيداست می توان گ

کسيونی( دارد همچنين مشاهده می هارمونيك )سينوسی یا 

سرعت ( بر -شود که جواب های مجانبی و گالرکين)جابجائی

 هم منطبق هستند.

 
 جابجائی انتهای سمت راست تير برحسب زمان :(6) شكل

مشاهده می شود تغييرات پيچشی هارمونيك می ( 7در شكل)

باشد و مشاهده می شود این بار بر خلاف شكل قبل جواب های 

فاز( و مجانبی رفتار مشابهی دارند بدین -گالرکين)دامنهروش 

دليل که معادلات قيدی پيچشی مشابه در هر دو روش مذکور 

 می باشد.

 
 جابجائی انتهای سمت راست تير برحسب زمان :(7) شكل

مشاهده می شود تغييرات پيچشی هارمونيك می  (8)در شكل 

بل جواب های باشد و مشاهده می شود این بار بر خلاف شكل ق

فاز( و مجانبی رفتار مشابهی دارند بدین -روش گالرکين)دامنه

دليل که معادلات قيدی پيچشی مشابه در هر دو روش مذکور 

 می باشد.

 
 خطی خمشی 2صفحه فازی مرتبط به مود  :(8) شكل

وابستگی دامنه مود اول غيرخطی به فرکانسی  (1در شكل)

طبيعی را نشان می دهد که یكی از ویزگی های سيستم های 

غيرخطی وابسته بودن فرکانس طبيعی سيستم به دامنه و 

شكل مود مربوطه و بالعكس می باشد. در ضمن مشاهده می 

شود جواب روش مجانبی از دو روش دیگر انحراف پيدا کرده 

از روش بالانس  92.5رای استخراج نتابج شكل است. در ضمن ب

 هماهنگ استفاده شده است.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Time (s)

W
(L

,t
) 

(B
e
n
d
in

g
 T

ip
 D

is
p
la

c
e
m

e
n
t)

 

 
Galerkin (a,phi)

Galerkin (U,V)

Asymptotic

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

Time (s)

T
h
e
ta

(L
,t

) 
(T

o
rs

io
n
a
l 
T

ip
 R

o
ta

ti
o
n
 (

R
a
d
))

 

 
Galerkin (a,phi)

Galerkin (U,V)

Asymptotic

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Mode 2 (c2) (Bending) Position

M
o
d
e
 2

 (
c
d
o
t2

) 
(B

e
n
d
in

g
) 

V
e
lo

c
it
y

 

 
Galerkin (a,phi)

Galerkin (U,V)

Asymptotic



 1                                                                                  عنوان مقاله )بررسی ارتعاشات غيرخطی بال با نسبت منظری بالا( 

 

 
 منحنی پاسخ فرکانسی مود اول غيرخطی خمشی :(9) شكل

تغييرات شكل مود اول غيرخطی خمشی را نشان ( 92در شكل)

 می دهد و انطباق داشتن هر سه جواب را نشان می دهد.

 
 (a=0.01,ɸ=0مود اول غيرخطی خمشی ) :(11) شكل

تغييرات شكل مود اول غيرخطی پيچشی را  92.5در شكل 

سرعت( از دو -نشان می دهد که جواب روش گالرکين)جابجائی

 روش دیگر اختلاف دارد. 

 

 (a=0.01,ɸ=0) پيچشیمود اول غيرخطی  :(11) شكل

تغييرات شكل مود اول غيرخطی پيچشی را  (99)در شكل 

سرعت( از دو -نشان می دهد که جواب روش گالرکين)جابجائی

 روش دیگر اختلاف دارد.

 
تغييرات مود اول غيرخطی خمشی به ازای افزایش  :(11) شكل

 دامنه مود اول غيرخطی

تغيرات شكل به  (92)همانطور که پيداست با توجه به شكل 

تغيرات دامنه مود اول غيرخطی شدیدا وابسته است. از طرفی 

هم مشاهده می شود که شكل مود خطی کاملا شكل متفاوتی 

 با شكل مود غيرخطی متناظر خود دارد.

وابستگی شكل مود پيچشی غيرخطی به دامنه ( 92)در شكل 

 مود غيرخطی خمشی را نشان می دهد. 

 

 
به ازای  پيچشیتغييرات مود اول غيرخطی  :(12) شكل

 دامنه مود اول غيرخطی افزایش

 

 استخراج شده از مود دومنتایج  -5
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حال در پيش رو نتایج مود دوم به نمایش گذاشته می شود. 

های سراسری مشابه مود اول برای استخراج مود دوم  روش

𝑁𝑎)گالرکين )دامنه وفاز(  = 2  , 𝑁𝜑 =      در بازه (1

𝜑 ∈ [0,2𝜋] , 𝑎 ∈ و برای روش سراسری  [2.2, 0]

𝑁𝑝,𝑢)گالرکين )جابجایی و سرعت(  = 3 , 𝑁𝑝,𝑣 = در  (2

𝑈𝑏بازه   ∈ [−1,1] , 𝑉𝑏 ∈ در نظر  [1000,1000−]

گرفته شده است. همچنين برای شرایط اوليه در مود دوم مشابه 

𝜂2مود اول  = 0.01, �̇�2 =  در نظر گرفته شده است. 0

در نظر  j=1,3,4,5,6و   k=2 برای حل مسئله در مود دوم

گرفته شده است. برای حل در مود دوم درجه آزادی مودال 

𝑐2خمشی را به عنوان مود مبنا درنظر گرفته می شود ) =

𝑐𝑘 و باقی درجات آزادی مودال جایجائی و پيچشی برحسب )

 ( مرتب می شود.𝑐2مود دوم خمشی )

به دامنه وابستگی جابجائی مود سوم خمشی را  (93)در شكل

مود دوم غيرخطی خمشی نمایش می دهد و همانطور که از 

شكل پيداست جواب روش مجانبی از جواب دو روش دیگر 

 فاصله دارد.

 
 .(𝒄𝟑)منحنی مودال مود سوم خطی خمشی  :(13) شكل

مشاهده می شود که جواب روش مجانبی و  (92)در شكل 

گالرکين)جابجائی سرعت( از جواب های دو روش دیگر انحراف 

 شدیدتری پيدا کرده اند .

 
 (𝒂𝟐منحنی مودال مود دوم خطی پيچشی) :(14) شكل

( هم مشاده می شود که هرسه جواب روی هم منطبق هستند. 95در شكل )

گرفت که جابجائی عرضی تير ( می توان نتيجه 95همچنين از شكل )

 هارمونيك و نوسانی می باشد.

 
  جابجائی انتهای سمت راست تير برحسب زمان :(15) شكل

نوسانی بودن رفتار پيچشی انتهای سمت راست ( 96)در شكل 

تير را نشان می دهد. که در آن جواب های هر سه روش از هم 

عادلات قيدی که آنهم به خاطر ایجاد اختلاف در م .فاصله دارند

 می باشد.

 
 پيچش انتهای سمت راست تير برحسب زمان :(16) شكل

وابستگی فرکانس طبيعی و دامنه مود دوم  (97)در شكل 

 غيرخطی را نمایش می دهد.

 
 منحنی پاسخ فرکانسی مود دوم غيرخطی خمشی :(17) شكل
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مود دوم غيرخطی خمشی را نشان می دهد  (98در شكل)

همچنين برخلاف شكل مود اول غيرخطی خمشی هر سه 

 جواب روی هم منطبق شده اند.

 
 (a=0.01, ɸ=0مود دوم غيرخطی خمشی ) :(18) شكل

اختلاف جواب  92.5هم مشابه شكل (91)در شكل

 سرعت( از دو روش دیگر مشاهده می شود.-گالرکين)جابجائی

 
 (a=0.01, ɸ=0) پيچشیمود دوم غيرخطی  :(19) شكل

وابستگی شدید مود دوم غيرخطی نسبت به ( 22)در شكل 

افزایش دامنه مود دوم غيرخطی مشاهده می شود. از طرفی هم 

مشاهده می شود که شكل مود خطی کاملا شكل متفاوتی با 

 شكل مود غيرخطی متناظر خود دارد.

 

خمشی به ازای افزایش تغييرات مود دوم غيرخطی  :(21) شكل

 دامنه مود دوم غيرخطی

مشاهده می شود با افزایش دامنه مود شكل مود  (29)در شكل 

 تغيير ناگهانی پيدا می کند.

 
به ازای  پيچشیتغييرات مود دوم غيرخطی  :(21) شكل

 افزایش دامنه مود دوم غيرخطی
 

 استخراج شده از مود سومنتایج  -6

حال به بررسی نتایج مود سوم پرداخته می شود. مشابه مود 

های سراسری گالرکين اول و دومبرای استخراج مود سوم روش

𝑁𝑎))دامنه وفاز(  = 2  , 𝑁𝜑 = 𝜑در بازه  (1 ∈

[0,2𝜋] , 𝑎 ∈ و برای روش سراسری گالرکين  [2.2, 0]

𝑁𝑝,𝑢))جابجایی و سرعت(  = 2  , 𝑁𝑝,𝑣 = در بازه  (3

𝑈𝑏 ∈ [−1,1] , 𝑉𝑏 ∈ در نظر گرفته  [1000, 1000−]

        شده است. همچنين برای شرایط اوليه در مود سوم

𝜂3 = 0.03, �̇�3 = برای حل  در نظر گرفته شده است. 0

در نظر گرفته شده  j=1,2,4,5,6و   k=3مسئله در مود سوم 

است. برای حل در مود سوم درجه آزادی مودال خمشی را به 

𝑐3عنوان مود مبنا درنظر گرفته می شود ) = 𝑐𝑘 و باقی )

درجات آزادی مودال جایجائی و پيچشی برحسب مود سوم 

 ( مرتب می شود.𝑐2خمشی)

 (3)و  (2های ) برخلاف شكل (23( و )22) های در شكل

ازای دامنه های جابجائی و سرعت مود سوم  منيفولد ثابت به

غيرخطی خمشی رسم شده است و همانطور که از شكل 

پيداست به دليل غيرخطی بودن سيستم مورد نظر منحنی های 

منيفولد ثابت در فضای فازی خميده شده اند در حالی که اگر 

سيستم مورد نظر خطی بود منحنی های منيفولد ثابت در 

تبدیل می شدند . در ضمن از روش  فضای فازی به صفحه

  (23( و )22) های شكل سرعت( برای رسم-گالرکين )جابجائی
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استفاده شده است علاوه بر آن از روش مجانبی هم می توان 

 برای رسم این نوع از اشكال استفاده نمود.

 
 مود سوم منيفولد ثابت: مود اول خطی خمشی :(22) شكل

 
 شیپيچخطی  سوممود سوم منيفولد ثابت: مود  :(22) شكل

سرعت( به خاطر -( جواب گالرکين )جابجائی 23در شكل )

a (2=ɸ )در معادلادت قيدی در صفحه  sin(ɸ)وجود عبارت 

 به صفر تبدیل شده است.

 

 

 c1 خطی خمشی اولمنحنی مودال مود  :(23) شكل

 برحسب دامنه مود سوم غيرخطی خمشی.

مشاهده می شود که هر سه روش بر روی ( هم 22در شكل )

 یكدیگر منطبق شدند.

 
 جابجائی انتهای سمت راست تير برحسب زمان  :(24) شكل

 .( هم اختلافی در هر سه جواب مشاهده نمی شود25)در شكل 

 
 (a=0.01, ɸ=0مود سوم غيرخطی خمشی ) :(25) شكل

هم مشاهده می شود که روش گالرکين دامنه ( 26)در شكل 

فاز قادر به نمایش شكل مود غيرخطی پيچشی نمی باشد آنهم 

در رابطه شكل مود غيرخطی می  sin(ɸ)به دليل وجود عبارت 

 شكل مود را صفر می کند. ɸ=2باشد که به ازای 
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 (a=0.01, ɸ=0شی )مود سوم غيرخطی پيچ :(26) شكل

مشاهده می شود که با افزایش هرچه بيشتر  (27در شكل)

دامنه مود سوم غيرخطی شكل مود سوم غيرخطی حاصل از 

خمش هم از شكل مشابه شكل مود خطی اش فاصله می گيرد 

و به شكلی غيرمشابه تبدیل می شود ولی در حالی که در شكل 

مود خطی با افزایش دامنه مودخطی فقط ابعاد شكل مود خطی 

 ی کند.افزایش پيدا م

 
تغييرات مود سوم غيرخطی خمشی به ازای  :(27) شكل

 افزایش دامنه مود سوم غيرخطی

همانطور که انتظار می رود رفتار شكل مود  (28شكل) در

غيرخطی پيچشی به خاطر تغيير دامنه مود غيرخطی خمشی 

 به راحتی قابل مشاهده می باشد.

 
ازای تغييرات مود سوم غيرخطی خمشی به  :(28) شكل

 افزایش دامنه مود سوم غيرخطی

 

 گیری نتیجه -5

با توجه به نتایج استخراج شده بالا می توان استنتاج کرد که 

روش های نيمه تحليلی سراسری گالرکين دارای قابليت بالائی 

در تحليل مسائل شامل سيستم های پيوسته همچون تير و 

صفحه رو دارند از طرفی باید خاطر نشان کرد که صحت سنجی 

مراجع     روش های  نيمه تحليلی سراسری گالرکين در این

 بررسی شده است.] 2و5[

از طرفی روش تحليلی مجانبی برای سيستم پيوسته و گسسته 

با دامنه محدود جواب های قابل قبولی دارد. از طرفی هم باید 

در نظر داشت که تير مورد بررسی با فرض ارتعاشات آزاد 

 بررسی شده است.

قبل اشاره شد می توان بال نسبت  بخش هایهمانطور که در 

بعدی توسط تيرغيرخطی یك  2منظری بالا رو در محيط 

سرگيردار فلزی همگن مدل سازی کرد. دليل مدل سازی کردن 

غيرخطی تير اینست که می توان با اثرات تغيير شكل های 

پيچش های بزرگ را مدل کرد در   بزرگ و همچنينخمشی 

ن تير به صورت خطی قادر به حالی که در حالت در نظر گرفت

مشاهده این نوع از تغييرات نيستيم . از طرفی در بال های با 

نسبت منظری بالا که از آن می توان در پهباد ها و گلایدارها و 

جنگنده ها استفاده می شود همواره دارای تغيير شكل های 

طی همچون باد و تند باد ومانور و بزرگ به خاطر عوامل محي

باشند به همين خاطر با مدل کردن آن  بال به صورت می  غيره

غيرخطی عملا می توان درک و بينش بهتری از رفتار و پدیده 

دیناميكی بال مورد نظر داشت . از این رو در این پروژه 

تحقيقاتی با بررسی ارتعاشات تيرغيرخطی فلزی همگن یك سر 

ب گيردار قادر به درک و مشاهده رفتار های حاصل از ترکي

حرکت های ارتعاشی خمشی و پيچشی بال مورد نظر در محيط 

بعد شد. از این رو می توان با استفاده از موادی با قابليت  2

بالاتر برای ساخت این نوع از بال های منعطف اقدام به عمل 

 آورد.

سعی شد روش های تحليلی و نيمه  مقالهاز طرفی در این 

عرفی و در انتهای بر تحليلی موجود در روش منيفولد ثابت م

روی این بال دو بعدی پياده سازی شود و بعدا نتایج خروجی از 

آن روش های با هم مقایسه شد. و مشاهده شد که حرکت 

ارتعاشی خمشی و پيچشی دائما بر روی یكدیگر تاثير گذار 

هستند برای مثال نشان داده شده با تغيرات دامنه مود خمشی 

تغيير شكل مود غيرخطی خمشی  غيرخطی مورد نظر علاوه بر

شكل مود پيچشی غيرخطی هم دستخوش تغيير شد . علاوه  ,

بر آن مشاهده شده که شكل مودهای پيچشی غيرخطی لزوما 

 مشابه شكل مودها پيچشی در حالت خطی نشد.

همچنين می توان پيشنهادات زیر برای کارهای آتی اعمال 

 نمود:

روش های سراسری  با توجه به نيمه تحليلی بودن اول :

گالرکين می توان از آنها برای مسائلی با ساختار پيچيده تر 

استفاده نمود. ولی از روش مجانبی برای مسائلی با سازه پيچيده 

 تر کار بسيار سختر و چه بسا بيهوده تر می شود.



، تابستان ?، شماره?فصلنامه مكانيك هوافضا )(، جلد                                                                                                       92

9313 

 

از طرفی با توجه به ماهيت سينوسی و کسينوسی بودن  دوم :

فاز( می توان آن را برای مسائلی -روش سراسری گالرکين )دامنه 

شامل ارتعاشات اجباری و مسائل حاوی جاذب دیناميكی به کار 

 برد.

همچنين با توجه به قابليت بالای روش سراسری گالرکين  سوم :

یده هائی همچون چند می توان برای تحليل پدفاز( -)دامنه 

شاخگی و یا تشدید و تقابل مودال مورد استفاده و توسعه قرار 

 گيرد.

همچنين می توان این سه روش اشاره شده رو برای  چهارم :

 یك صفحه که مدل دقيق تری از تير است به کار برد.
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